Mouvement simplifié d’un tripale

3 octobre 2003

1 Hypotheéses - Position du probleme
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— Le vol s’effectue a une altitude variable & mais suivant une trajectoire circulaire de rayon R;

— L’inclinaison du tripale (S) par rapport a ’horizontale est constante (Zp, 2) = 0 ;

— D’autres hypothéses au fil du texte.

Le repere (G, Z, 7, Z) est fixe par rapport a (S). (G, T, ¥, Z) est déduit de la rotation propre d’angle
¢ autour de Z' du repere (G, Zs, 71, Z)-

Le repere (G, Ts, 71, Z) est déduit de l'inclinaison par rapport & I’horizontale  autour de #; du repere
(G %, 1, 7o),

Le repere (G, T1, 1, Zo) est déduit d’une rotation d’angle ¥ autour de Zy du repere (G, Zo, ¥o, Zo)-
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Le repere (O, Zy, o, Zo) est fixe par rapport au sol : le point O est le centre de la trajectoire circulaire.
Le centre de gravité GG du tripale est positionné par :

OG = h(t)Z, + R%, ol R est constant

Projection de la trajectoire circulaire
sur un plan horizontal




2 Enumération des actions exercées sur le tripale (5)

— Action de air sur (5) :

( 0
F=| -%pC.vA
3 27 o 12
20C: (L4328 ) s
{air — S} : 4
0
M (G, air — S) = —3pC.QVI
_3 2 1y,2
\ 3pC, [22Q + V24 s
R R R R
ol S:/ s A:/ rdS | I:/ r2dS et Q:/ 3 dS
) T0O ) T0
sont fonction des caractéristiques géométriques du tripale.
Q=¢ ; V = Ry sans considérer la vitesse verticale i (hypothése)

La composante F -1j1 freine le mouvement de translation, les composantes F-Zet M (G, air — 5)
créent Deffet gyroscopique et la composante M (G, air — S) - Z freine la rotation propre.
— Action de la pesanteur sur (S) connue :

| —mgZ,
{pes = S} : { M(G,pes — S) =0 }

3 Equations du Principe Fondamental de la Dynamique
Le P.F.D. s’écrit a (95) :

d#(G, S/Ry)

dtr,

F —mgZy = mI'(G/Ry)
M (G, air — S) + DI (G, pes — S) = 8(G, S/Ry) =

1

On projette alors ces 2 équations vectorielles sur des vecteurs indépendants pour obtenir des équations

scalaires, a savoir :

F-Z—mgZ -7 = mI(G/Ry)-Z

BI(G, air — S) -T2 = (G, S/Ry) - B = < 2/70) 7
dtr,

(G ai Lz i} d3(G,S/Ro)

M(G,air — S) - i = 6(G, S/Ro) - = %'yl
Ro

M(G,air—)S)-Z:S(G,S/RO).g — dd(G, S/Ro)
dtr,

ou :
ZO'fQZ—Sine ; go.g’l:(] ; 50'520080



4 Equations de la résultante du P.F.D.

Calculons Daccélération T'(G/Ry) & partir de la vitesse V(G/Ry)

. oM 4 . -
V(G/Ro) = dtR = dtR (hZo + R.Tl) = hZ() + RT/Jyl
-' —Ri)? cosf — hsinf
== I:(G/Ro) = w = R(lﬁ?fl - W@) +hZ = Ry
dtry —Ry?sinf + hcos
(B2)=(Z2,¥1,%0)

(1) = mgsinf =—m[R)?cosf + hsinf] = gsind = —[Ri)? cosf + hsin 6]
3 . : 3 -
2 = -5 pCroRYA = —mRy)?* = 5pcmcpA = mR

3) = ngz G+ %R%PS — mgcos @ = m[—Ri)?sin 0 + h cos 0]

En considérant que 1’accélération verticale /b est trés faible et que 6 =~ —90° donc que cosf = 0, on
simplifie _ en partie _ les précédentes équations :
(1) = —gsinf = Ri*cost + hsin
() = SpCupA=mR]
3) = ngz O+ %R2¢2S — mg cos§ = m[—Ry)? sin 0]

Intéret de ces équations :
A noter que I'angle 6 est négatif d’ol sinf < 0 et tanf < 0.

L’équation (1) nous donne Iaccélération verticale h qui peut éventuellement étre nulle si le terme | gfe'
compense l’accélération de la pesanteur g.

R’ng . h R@bQ

]_ —Qq — = = —
1 = 97 tano h = | tan 6|
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L’équation (2) nous donne la décélération angulaire 1/) qui doit étre la plus faible possible d’oll entre
autre la minimisation indispensable du C,.
2 mR

L’équation (3) permet de relier 4 et .

5 Equations du moment du P.F.D.

Calculons le moment cinétique &(G, S/Ry) a partir de la matrice d’inertie de (S) :

(G, S/Ry) = I(G, S)$}(S/Ro)



_ - —.1/'} sin 6 cos ¢
ot Q(S/Ro) = ¢Z + 7 =1p(cos 7 —sin07z) + o7 = | ¢Ysinfsing
(B)=(

Weosh + ¢ £3.9)
_ I —-F =0
et ZI(G,S)=| -F J =0 ou I + J = K (faible épaisseur de boom)
O R0 K g _
I —-F 0 —1psinf cos ¢ —tsin6(I cos o + Fsingp)
= GJ(G,S/Ry)=| -F J 0 Psinfsin p = | ¢sinf(Fcosp+ Jsingp)
0 0 K/ \ tcosd+¢ B) K(1pcosf + ¢) ()

Premiere partie
0 ~ —90°

Hypothese : Considérons le cas ou le tripale est vertical, c-a-d 6 est proche de —90° : on a alors
cosf) ~ 0 etsinf ~ —1.

(I cosp + Fsin ) )
(B)

(G, S/Ry) ~ ( —(F cos g + Jsin )
K¢

5.1 projection sur g

On doit calculer :

2SIy = 5(G5/Re) - 3) — 916 5/R) - S
g
Sz

Effectuons les 2 calculs intermédiaires :

&(I cos ¢ + F'sin ) sin ¢
F(G,S/Ro) -1 = —1)(F cos ¢ + J sin o) +| cosyp
Ky (B) 0/
= ¢(Icosp+ Fsinp)sing — (F cos ¢ + Jsin @) cos ¢
on a alors :

do d . . .
w-g} = &[w(lcoscp—i-Fsin(p)singo—¢(Fcos<p+Jsincp)cos<p]—ch)w
Ro

Le premier terme n’est pas forcément nul mais si on le néglige on a :

d#(G, S/Ro)

i = — Ko
dtm, 1 vl



I1 faut alors relancer cette relation simplifiée dans 1’équation (5) du P.F.D. .

(5) = DM(G,air —»S)-j = d5(G, S/ Ro)

dtz, Y
3 . . 3 2 K
—=pC,pRYI = —K¢ = I=K =z
QpCzsoRf/} oy = 2pCzR = R 3501
4 K
2R = -
Ce qui nous donne la portée du tripale : 3pC,1
5.2 projection sur
On doit calculer :
dd (G, S/Ry) d d¥y
———————= ¥y = —(d(G,S/Ry) - 5) — (G, S/ Ry) -
dtRO ) dt(a( ; / 0) x2) U( ) / 0) dtRo
ou : 4z
To N 5 S L, =
dtRO—’l/JZ()/\ Q—QZJCZSOO 1—0
Effectuons le calcul intermédiaire :
W(I cos p + F'sin ) Cos ¢
G(G,S/Ry) - %y = —(F cosp + Jsin ) .| —singp
K¢ (8) 0w

= (I cosp+ Fsing)cos o+ h(F cosp + Jsinp)sing
= 1L(I(:os2 ¢ + 2F sin ¢ cos ¢ + J sin® )

on a alors :

d3 (G, S/Ry)
dtr,

d (-
Ty = pr [qb([cos2 ¢ + 2F sin @ cos ¢ + J sin” go)]

Il faut alors relancer cette relation dans I’équation (4) du P.F.D. :

(4) = DM(G,air—S) -7 = w - T
Ro

dr.
0= T [¢(Icos2 ¢ + 2F sin ¢ cos ¢ + J sin® <p)}

On s’apercoit que cette équation n’a aucune raison d’étre vérifiée quelque soit 1'angle ¢. Cela signifie

que les hypotheses effectuées sont trop nombreuses pour que les différentes conclusions soient exactes.

5.3 projection sur 2

On doit calculer :

dé(G,S/Ry) _ d . dz
dtn, Z= dt(a(G,S/RO) Z) — 3(G, S/ Ry) T
K¢



ou :

dz - sin ¢
T YR NZ = ¢‘Sif116' i = 00890
B (B)
on a alors :
dd(G, S/ Ry)

i .7 = K@+1?(Icosyp+ Fsing)sing — 9*(F cos ¢ + J sin ) cos ¢
Ro

Il faut alors relancer cette relation dans I’équation (6) du P.F.D. .

d3(G,S/Ro)

6) = DM(G,air—5)-Z=
dtg,

1 .. .
—ng’w O*Q + §R2w2A = K@+ Y*[(I — J) cos gsinp + F(sin® ¢ — cos® ¢)]

Cette équation nous permet d’obtenir la décélération ¢ angulaire propre du tripale connaissant ces
vitesses de rotation et ces autres caractéristiques.

Intéret de ces équations :
(5) donne la portée du tripale soit 2R. (6) donne la décélération angulaire propre ¢. (4) n’est pas vérifiée
car il y a trop d’hypotheses non vérifiées (trajectoire non circulaire, 6 constant, C, et C, constants sur
toute la pale, position du centre de poussée sur le profil, ...).

Deuxieme partie
6] < 90°

Le but étant de déterminer la portée du tripale qui sera estimée par 2R, revenons a ’équation (5)
lorsque 6 # 90°.

—.zﬁ sin @(I cos ¢ + F'sin @) o1
(G, S/Ry) = Psin0(F cos p + J sin ) =| o9
K (¢ cosf+ ) B) 93 / (p)

On doit calculer :

- ., dd(G,S/Ry) d . . dy
§(G,5/R0) -5 = G 5 L (5(G,5/m0) - 51)  3(G, 5/ Ry) - L

dtRo dtRo
_¢§1
Effectuons les 2 calculs intermédiaires :
o1 sin
d(G,S/Ry) -1 = 09 | cosp = 0y 8inp + oy cos @
93/ (B) 0 /s
o1 cos f cos
d(G,S/Ry) -7, = 09 - | —cosfsinp = 0y cosfcosp — ggcosfsinp + o3siné
o3 ) (g sin @ (B)



Donc :
d3(G, S/R,)
dtg,

‘g = &(al sin ¢ 4 05 cos @) + 1) (0 cos B cos ¢ — 0y cos fsin ¢ + o3 sin H)

= 018N+ 019Ccosp + 09c08P —orpsing + ...
+1)(0y cos B cos p — 0p cos fsin ¢ + o3 sin )

Considérons v constant pour calculer ¢ et &s.

d d . :

o = 3 = E[_w sinf(1 cos p + F'sin )| = ¥ sin (1 sin p — F cos @)
d d . :

by = 3= &[Qﬁ sin §(F cos ¢ + Jsin )] = psinf(—F sin ¢ + J cos ¢)

On a alors :

-

5(G,S/Ry) -7 = sinf(Isinp — F cos p)sin g — 1 sinO(1 cos ¢ 4+ F'sin @) cos ¢
+1ppsin O(—F sin ¢ + J cos @) cos ¢ — @ sin O(F cos ¢ + J sin @) sin ¢
—1p?sin (I cos ¢ + F sin @) cos § cos p — ? sin O(F cos ¢ + J sin @) cos Osin ¢
+K1p(1) cos O + ¢) sin 6
= psin0[(I — J)sin? ¢ — 4F sin @ cos ¢ + (J — I) cos? ¢
—1p% sin 0 cos O[(I cos ¢ + F'sin @) cos ¢ + (F cos ¢ + J sin @) sin ¢]
+Kv(1h cos + ¢) sin 6
= Ypsin[(I — J)(sin? p — cos? ¢) — 4F sin ¢ cos ¢]
—1)? sin @ cos (I cos® p + 2F sin ¢ cos ¢ + J sin? @)
+K¢2 cos fsinf + K¢¢s1n9
= Psin[K + (I — J)(sin? ¢ — cos? ) — 4F sin ¢ cos ¢
+1)? sin @ cos (K — I cos? p — 2F sin ¢ cos p — J sin” ¢)
5(G,S/Ro) - 1 évolue en fonction de I’angle de rotation propre ¢. La valeur moyenne de 6(G, S/R) - 7
sur 1 tour en ¢ est du fait de :

2w 2w 2w
/ sin2g0dg0:/ cos’pdp = ; / sinpcosdp =0
0 0 0

-

(6(G,S/Ro) i) oy = ¥sinO[K + (I — J)(m — )] +* sin cos (K — I — Jr)
= Kisin + ?sincos (K — (I + J)]
= 4psin (K¢ + v cosO[K — n(I + J)])

Du fait de la faible épaisseur du boom (I +J) ~ K.
Du fait que § =~ —90° = cosf ~ 0 et que ¥y < ¢ on peut faire I’hypothese que :

YeosK —m(l+ J)] < K¢

Ce qui nous ramene a : . .
(0(G,S/Ry) - g’l)moy ~ Kpsinf
En utilisant I’équation (5) du P.F.D. il vient :

3 . . 3
—§pC’ngRwI = Kyypsin — EpCzRI = K sin(—6)
ce qui nous permet d’obtenir le rayon R donc la portée 2R :
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Rem :

Portée = 2R =

AK(—sinf) 4K sin(—0)

p(3NC,  — p(3I)C,

Inclinaison par rapport & la verticale (°) | 6 (°)

10
20
30
40

-80
-70
-60
-390

6 Tripale homogeéne

Dans le cas ou le boom est homogene (c-a-d non plombé) le moment d’inertie K est relié au moment
quadratique 3/ _ en supposant avoir négliger I'usinage du profil _ par :

K = p06(3[)

et dans ce cas on obtient :

Portée = 2R =

ol pg est la masse volumique du matériau du boom et e son épaisseur constante.

4pge sin(—0)
pC

Conclusion : D’apres cette relation, les portées de différents tripales homogenes (non plombés, ni trous)
fabriqués dans le méme matériau p, avec la méme épaisseur e ne peuvent étre différentes que si 6 et C,
sont différents. Qu’en pensez vous?

A.N. Pour lair: p=1.2 kg.m™3

Polypro : e = 4 mm, p = 920 kg.m™3 CPL Bouleau : e = 4 mm, p = 750 kg.m™>
C,=04 C,=05 C,=04 C,=05

—0 | Portée (m) Portée (m) —0 | Portée (m) Portée (m)

50 23.5 18,8 50 19,2 15.3

60 26,6 91,2 60 21,7 17,3

70 28,8 23,1 70 23,5 18,8

80 30,2 242 80 24,6 19,7

90 30,7 24,5 90 25,0 20,0

Bakdlite : e = 2 mm, p = 1100 kg.m =3 Bakdlite : e = 2.5 mm, p = 1100 kg.m™>
C,=0.2 C,=04 C,=0.2 C,=04

—0 | Portée (m) Portée (m) —0 | Portée (m) Portée (m)

20 28,1 14,0 20 35,1 17,6

60 31,8 15,9 60 39,7 19,8

70 34,5 17,2 70 43,1 21,5

80 36,1 18,1 80 45,1 22,6

90 36,7 18,3 90 45,8 22,9

Il faut faire attention aux valeurs précédentes qui peuvent sembler proches de la réalité car elles sont
obtenues avec une valeur de C, completement approximative. De plus pour obtenir le modele d’effort
sur le boom, on a supposé C, constant.



7 Tripale plombé

m

Pour un tripale plombé par 3 masses m situées a la méme distance r du CG le nouveau moment
d’inertie est K’ = poe(3I) + 3mr? et la nouvelle portée est :

o AK'sin(=0) _ 4pye(3)sin(—0) N 4(3mr?) sin(—0)
p(31)C, o pBnC, . pBI)C;

Portée (n(;rn plombé) Augmentationvde Portée : ap

Si 'on s’intéresse a 'augmentation de la portée du fait du plombage :

12mr? sin(—0)
AP =
p(31)C.

(31) est le moment quadratique du tripale qui dépend de la surface du boom. Il sera le méme que le
boom soit plombé ou non. On va utiliser la relation entre le moment quadratique 3/ du tripale et le
moment d’inertie K du tripale non plombé : K = pye(31).

mr? 12sin(—0) po
AP = Ll
K¢ »f

Conclusion :
On en tire la conclusion que pour augmenter la portée d’un tripale, il faut :
— utiliser un matériau dense;
— mettre des plombs importants en bout de pale;
— diminuer sa portance et augmenter son épaisseur ou plutét augmenter le rapport &-;
— que ce tripale ait, sans plombage, une faible inertie.
Si les 3 premier points paraissent évidents, que pensez vous du 4™€ ?
A.N. : Polypro : e = 4 mm, p, = 920 kg.m~3
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C,=0.5, K =1800 g.cm™?
m=3g,r=12cm

C,=0.5, K =2500 g.cm™?
m=3g, r=12cm

—6 (°) AP (m) —0 (°) AP (m)
50 13,5 50 9,7
60 15,3 60 11
70 16,6 70 12
80 17,4 80 12,5
90 17,7 90 12,7

C,=0.3, K =1800 g.cm™2
m=3g, r=12cm

C,=10.3, K =2500 g.cm™
m=3g,r=12cm

-0 (°) AP (m) -0 (°) AP (m)
50 35,2 50 25,4
60 39,8 60 28,7
70 43,2 70 31,1
80 45,3 80 32,6
90 46 90 33,1

C,=0.5, K =1800 g.cm™2
m=3g, r=15cm

C,=0.5, K = 2500 g.cm™
m=3g,r=15cm

—0 (°) AP (m) —0 (°) AP (m)
50 21,1 50 15,2
60 23,9 60 17,2
70 25,9 70 18,7
80 27,2 80 19,6
90 27,6 90 19,9

C,=0.5, K =1800 g.cm 2
m=1g r=12cm

C,=0.5, K =2500 g.cm?
m=1g, r=12cm

—0 (%) AP (m) —0 (°) AP (m)
50 45 50 3,2
60 5,1 60 3,7
70 5,5 70 4,0
80 5,8 80 4,2
90 5,9 90 4,2
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